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超定测距定位方程参数估计的松弛重心迭代法
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摘      要：  针对重心迭代法收敛速度缓慢的不足，基于残差最小步长准则，提出了一种松弛

重心迭代法 . 该方法依据残差最小性质，导出了松弛因子的确定公式，从而自适应调整迭代步长

来提高重心迭代法的收敛效率 . 松弛重心迭代法实质为最速下降法，具有迭代格式简单、无需矩

阵求逆和计算海森矩阵的优点 . 最后采用全球卫星导航系统（GNSS）定位数据和水下定位数

据进行验证，结果表明松弛重心迭代法能够明显提高重心迭代法的收敛效率 .
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0     引　言

大地测量与导航定位中，测距定位方程为超

定非线性方程，可采用非线性最小二乘理论进行

求解 . 该方程传统上依据泰勒级数展开取至一阶

项，采用线性平差估计求解，这会导致信息量的

缺失和模型特征的改变 [1-2]. 当非线性模型强度和

残差较大时，传统的线性化平差估计并不能取得

有效的结果 [3-4]. 若此时伴随不适定问题，会进一

步降低参数估计解的精度和可靠性 . 固有曲率和

参数效应是刻画非线性模型线性化的数量指标，

能够评估推断效果的优劣程度、适应条件和容许

误差，但无法评估非线性平差的收敛平稳情况 [5-6].
研究表明，非线性扰动主要来源于线性近似时系

数矩阵的扰动、附加的截断误差及正交过程 [7-8].
迭代估计是求解非线性无约束最优化方法常

用的数值方法，即通过构造一定的迭代序列使其

满足一定的收敛条件 . 虽然牛顿法能够处理非线

性最小二乘问题，但由于其储存成本等因素，更

倾 向 于 采 用 高 斯 -牛 顿 法 [9-10]. 研 究 表 明 ， 高 斯 -牛
顿法的适应条件为残差小和非线性强度弱的非线

性 方 程 ， 可 是 当 非 线 性 方 程 含 有 不 适 定 问 题 时 ，

传统的线性化平差估计和经典数值方法如高斯 -
牛顿法会由于观测数据误差扰动而产生强烈的不

稳定特征，导致参数估计解不稳定，甚至求解失

效 [11-14]. 由 此 可 知 ， 根 据 实 际 问 题 的 线 性 化 程 度 、

秩亏或者病态程度，选择合适的非线性平差模型

就显得尤为重要.

1/tr(P)

对于测距定位问题，非线性最小二乘解是观

测向量末端以观测权为质量质点系的重心 . 针对

测距定位方程最小二乘解性质，来构造非线性数

值算法的研究较为困难 . 在这方面，Xue 等 [15] 作出

了一定的突破，他基于非线性最小二乘解性质发

展了简单，且无需矩阵求逆的稳定数值方法，即

重 心 迭 代 法 ， 然 而 ， 该 方 法 由 于 线 性 搜 索 因 子

 过于保守，收敛速度可能非常缓慢，具有较

低 的 收 敛 效 率 ， 实 用 价 值 不 高 . 为 增 加 重 心 迭 代

法的实用价值，本文基于残差最小步长准则提出

了一种改进的重心迭代法，即松弛重心迭代法来

提高重心迭代法的收敛效率 . 最后采用全球卫星

导 航 系 统 （GNSS） 数 据 和 水 下 定 位 数 据 ， 验 证 了

该方法的主要结果. 

1     超定测距定位方程的松弛重心迭
代算法

设测距定位观测方程的向量表达式为 

L = d(x)+ε. (1)

L m×n d(x) = ∥xi− x∥2 =√∑m
j (x j− xi j)2

x = [x1, x2, · · · , xm] ∈ Rm

式 中 ：    为    的 观 测 向 量 ；  

 为 已 知 坐 标 至 未 知 坐 标 的 欧 式 距

离；    为未知点构成的向量集；
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xi = [xi1, xi2, · · · , xim] ∈ Rm

ε

 为 已 知 坐 标 点 构 成 的 向 量

集；    为观测误差.
非线性最小二乘平差实质是求泛函极小值的

最优化问题，常用来处理式 (1)，则非线性最小二

乘参数估计解为 

x̂ = argminΦ(x). (2)

式中， 

Φ(x) =
1
2

VT(x)PV(x). (3)

Φ : Rn 7→ R P =
diag(p1, p2, · · · , pn)

式 中 ：    称 为 最 小 二 乘 目 标 函 数 ；  

 为观测权阵； 

V(x) = d(x)− L. (4)

为残差向量 . 运用无约束非线性最小二乘求解式

(1)， 非 线 性 最 小 二 乘 目 标 函 数 即 式 (3) 满 足 如 下

正交条件方程： 

h(x) =Φ(x) = JT(x)PV(x) = 0. (5)

J(x) = [e1,e2, · · · ,en]T

ei =
xi− x̂
d(x̂)

式 中 ，    为 雅 克 比 矩 阵 ， 矢 量

 观测方向.

由式 (4) 和式 (5) 联立可得 

JT(x)Pd(x) = JT(x)PL. (6)

根据式（6），文献 [15]导出了测距定位方程参

数估计的重心迭代法，其迭代公式为 

x̂k+1 =

n∑
i=1

Si(x̂k)
tr(P)

. (7)

Si(x̂k) = pi(xi− ek
i Li) x̂k+1 x̂k式 中 ：    ；    是 由 解    末 端 以 观

测权重为质量的质点系的重心；k 表示迭代次数，

上式也可写为： 

x̂k+1 = x̂k +
1

tr(P)
J(x̂k)T PV(x̂k). (8)

γ(x̂k)G(x̂) = 1/tr(P)

1/tr(P) 1/tr(P)

n

式 （ 8） 为 重 心 迭 代 公 式 ， 式 （ 7） 实 际 是 一 种

最速下降法，即选取    . 重心迭代

法不依赖于初始值的精度，具有计算简单，无需

矩阵取逆、计算海森矩阵的优点 . 重心迭代法实

质上是一种最速下降法，收敛速度主要依赖于线

性搜索因子    的影响 .    是重心法求解的

保守策略，易受到观测数据个数    的影响，即随着

观测数目增多，其线性搜索策略可能越保守，比

如当权阵为单位阵，观测数目 n 为 20 时，重心迭

代法的步长为 0.05，这时重心迭代法具有较低的

收 敛 效 率 . 为 增 加 重 心 法 的 实 用 性 ， 必 须 提 高 其

收 敛 效 率 . 为 此 ， 本 文 将 对 重 心 迭 代 法 进 行 如 下

改进 

x̂k+1 = x̂k +
ωk

tr(P)
J(x̂k)T PV(x̂k). (9)

ωk式 (9) 为 松 弛 重 心 迭 代 公 式 ， 其 中 ，    为 松 弛 参

数 ， 主 要 依 据 残 差 性 质 来 自 适 应 调 整 迭 代 步 长 ，

提高数值解的整体效果.

k+1

文献 [16]提出了残差最小准则确定步长的思

想，验证了方法的计算效率 . 为此，本文采用了残

差最小准则来确定松弛因子 . 残差最小准则方法

充分采用目标函数的导数信息和函数值信息，相

比于传统线搜索方法如黄金分割法和抛物线法具

有一定优势 . 下面给出了该方法确定松弛参数的

严密推导公式 . 设第    次的拟合残差为松弛因

子的函数，即 

minR(ω) = ∥d(xk+1)− L∥2 = ∥d(xk +ωk d(xk))− L∥2.
(10)

d(xk+1) xk+1 xk式 中 ，    为    处 的 函 数 计 算 值 ， 可 将 其 在  

依据泰勒级数展开得 

d(xk+1) ≈ d(xk)+ J(xk)(xk+1− xk), (11)

xk+1 = xk +ωk d(xk)考 虑 到    ， 联 合 式 (1) 和 式 (2)，
可将松弛因子函数化简为 

minR(ω) = ∥d(xk)+ωk J(xk)d(xk)− L∥2. (12)

将式 (9) 代入式 (12) 联合式 (4) 可得 

minR(ω) =
∥∥∥∥∥ ωtr(P)

J(xk)J(x̂k)
T PV(x̂k)−V(x̂k)

∥∥∥∥∥2.
(13)

ω将式 (13) 关于    求其偏导并进行化简可得 

∂R(ω)
∂ω

=
ω

tr2(P)

∥∥∥J(xk)J(x̂k)
T PV(x̂k)

∥∥∥2−
1

tr(P)

∥∥∥VT(x̂k)J(xk)J(x̂k)
T PV(x̂k)

∥∥∥ . (14)

k+1 ∂R(ω)/∂ω = 0若 要    次 残 差 最 小 ， 需 满 足    ，

可 得 松 弛 因 子 的 确 定 公 式 . 考 虑 到 迭 代 过 程 ， 可

将步长记为如下形式 

ωk = tr(P)

∥∥∥VT(x̂k)J(xk)J(x̂k)
T PV(x̂k)

∥∥∥∥∥∥J(xk)J(x̂k)
T PV(x̂k)

∥∥∥2 . (15)

 

2     实验分析

为了测试本文提出的新方法在观测病态和良

态的表现效果，分别选取 GNSS 观测数据和南海

水下定位数据进行测试 . 本文设置迭代收敛条件
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∥h(x̂k)∥ ⩽ 10−8为    ，该条件所消耗成本远高于重心法

和松弛重心法的迭代成本，虽然本文用该条件来

验证该方法. 

2.1     BDS 伪距单点定位

本 文 采 用 2017 年 4 月 28 日 采 集 的 GNSS 观

测数据（该数据文件包括 GPS、BDS 及 GLONASS

的三系统观测值），采样间隔为 1 s，选取其中 1 个

历元北斗卫星导航系统（BDS）观测数据进行伪距

单 点 定 位 实 验 . 表 1给 出 了 原 始 伪 距 观 测 值 和 误

差改正后的伪距观测值（误差改正包括：电离层

改正、对流层改正和卫星钟差改正等） . 迭代初值

按照文献 [15]给出的方法进行计算.
 
 

表  1    单历元的 BDS 观测数据

PIN
BDS 观测数据 原始伪距

观测值

误差改正后的

伪距观测值X Y Z

C01 −32 336 498.691 170 300 27 035 334.617 227 2 −530 997.336 384 963 37 581 633.523 37 621 618.383 053 0

C04 −39 605 555.219 279 000 14 461 662.710 418 0 −597 111.964 141 607 38 714 287.977 38 625 308.403 601 8

C03 −14 694 890.718 294 900 39 484 514.943 015 3 −1 083 213.045 909 430 37 381 556.109 37 402 904.607 483 0

C02 4 407 091.744 023 820 41 911 515.922 464 5 −160 017.340 241 180 38 197 805.508 38 332 664.508 879 9

C10 −11 409 111.321 746 000 36 904 367.136 277 0 −17 165 960.237 762 200 39 746 847.555 39 620 859.337 961 6

C09 700 961.084 342 367 24 946 380.966 228 8 34 119 298.890 129 900 36 861 131.133 36 837 362.347 380 3

C06 −17 386 842.618 506 700 20 861 890.112 570 7 32 364 939.219 097 600 36 211 192.336 36 205 291.544 802 8
 
 

分别采用高斯-牛顿迭代法、重心迭代法和松

弛重心迭代法来处理水下实测数据，解算结果如

表 2 所示 . 由表可知，高斯-牛顿法、重心法和松弛

重心法的数值收敛解相同但耗时最短 . 该算例表

明，高斯-牛顿法相对于重心法和松弛重心法具有

更好的局部收敛性质，这是因为 BDS 卫星距离位

置待测点相差 3 万多千米，非线性强度弱 . 松弛重

心迭代法依据残差准则自适应确定松弛因子，提

高 了 重 心 迭 代 法 的 收 敛 效 率 ， 节 省 了 计 算 成 本 .
三 种 数 值 相 比 较 而 言 ， 高 斯 -牛 顿 法 计 算 成 本 较

低，建议当距离观测方程良好且距离观测量非常

大时，采用高斯-牛顿法.
 
 

表  2    不同算法的解算结果

算法 解算结果/m 时间/s k

高斯-牛顿法 −2 704 970.761 1 4 844 895.099 3 3 855 320.127 5 0.012 4 16

松弛重心迭代法 −2 704 970.761 1 4 844 895.099 3 3 855 320.127 5 0.163 3 1 357

重心迭代法 −2 704 970.761 1 4 844 895.099 3 3 855 320.127 5 0.463 8 4 708
 
 

图 1 给出了重心法和松弛重心法的点位迭代

序列图 . 图中 k 表示迭代次数 . 由图可知，松弛重

心迭代法依据残差准则自适应确定松弛因子，不

会 对 最 终 数 值 收 敛 解 和 迭 代 序 列 稳 定 性 产 生 影

响，而明显提高了重心迭代法的收敛，节省了运

算 成 本 . 以 上 表 明 ， 松 弛 重 心 迭 代 法 在 继 承 了 重

心迭代法迭代序列稳定，无需计算海森矩阵的优

点之外，相对于重心迭代法具有更好的局部收敛

性质，实用价值更高.
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2.2     水下应答器绝对位置计算

本文采用水下定位实测数据进行验证，数据

主要是测量船围绕应答器航行获取 . 在 1 圈数据

中选取 15 个相邻数据进行验证，数据坐标如图 2
所 示 . 假 设 观 测 距 离 为 等 精 度 观 测 ， 要 求 根 据

15 个已知点坐标和观测距离求待测点的坐标.
以 1 圈 数 据 的 单 点 定 位 结 果 作 为 真 值 . 数 据

采集过程中，测量船在水平面航行，Z 方向上具有

较强的病态性；此外，测量船航行过程中，采集数

据相隔时间较短，X 方向和 Y 方向也会产生微弱

cond(N(x0)) =

3.97×1013

的病态性 . 迭代初值按照文献 [15]给出的方法进

行计算. 经计算初始设计矩阵条件数为  

 . 分别采用高斯 -牛顿法、重心迭代法和

松弛重心迭代法来处理水下实测数据，解算结果

如表 3 所示.
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图 2    水下实测数据平面坐标变化图

 
 

表  3    不同算法的解算结果

算法 解算结果/m 时间/s k

高斯-牛顿法 NAN NAN NAN NAN NAN

松弛重心迭代法 2 438 949.021 9 492 011.361 4 2 142.926 3 2.182 1 3 297

重心迭代法 2 438 949.021 9 492 011.361 4 2 142.926 3 132.442 0 28 280
 
 

由表 3 可知，高斯 -牛顿法易受到线性初值和

方程组模型态性影响，迭代序列受到观测数据误

差扰动而无法收敛，建议处理病态问题时一般不

采用高斯-牛顿法 . 重心迭代法和松弛重心迭代法

无需矩阵取逆，能够避免观测误差扰动对取逆算

子扰动的影响 . 松弛重心迭代法根据残差准则来

自适应确定松弛因子，主要是用来提高重心迭代

法 的 收 敛 效 率 ， 并 不 会 对 数 值 收 敛 结 果 产 生 影

响 ， 其 结 果 与 重 心 迭 代 法 的 结 果 相 同 . 由 表 进 一

步 能 够 看 出 ， 重 心 迭 代 法 具 有 较 低 的 收 敛 效 率 ，

其 消 耗 时 间 为 132.442 0 s， 迭 代 次 数 为 28 280 次 ；

松弛重心迭代法明显提高了重心迭代法的收敛效

率，时间大约可节省 130 s，迭代次数大约是重心

迭代法的 1/8.
图 3 给出了松弛重心迭代法和重心迭代法的

点 位 迭 代 序 列 图 . 由 图 可 知 ， 重 心 迭 代 法 和 松 弛

重心迭代法在 X 方向和 Y 方向点位迭代序列变化

较 为 平 缓 ； 在 Z 方 向 上 ， 重 心 迭 代 法 和 松 弛 重 心

迭代法点位迭代序列整体变化较为平缓，可是分

别 在 迭 代 1 425 次 和 3 410 次 都 产 生 了 较 大 的 扰

动，这是由于短程水下测距定位方程病态性主要

集中于 Z 方向，由于观测数据误差而导致迭代序

列 产 生 不 稳 定 特 征 . 以 上 结 果 表 明 ， 松 弛 重 心 迭

代法在继承重心迭代法迭代序列稳定、无需矩阵

求逆和计算海森矩阵的优点之外，具有更好的局

部收敛性质，实用价值更高.
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3     结束语

1/tr(P)

无论处理病态问题和良态问题，重心迭代法

由于线性搜索因子    过于保守，具有较低的

收敛效率 . 本文提出的方法在继承了重心迭代法

不依赖于初始值的精度，具有计算简单，无需矩

阵求逆、计算海森矩阵的优点外，依据残差最小

准则确定松弛参数来自适应更新迭代步长，明显

提 高 重 心 迭 代 法 的 收 敛 速 度 . 算 例 结 果 表 明 ： 松

弛重心迭代法无论处理良态问题和不适定问题，

相比于重心迭代法具有更好的局部收敛性质，应

用价值更高.
高 斯 -牛 顿 法 由 于 忽 视 了 距 离 观 测 方 程 的 二

阶项信息，适合处理残差小且观测态性良态测距

方程 . 但是当处理不适定测距方程时，高斯 -牛顿

法由于设计矩阵秩亏或者病态而解算失败 . 本文

提出的新方法在处理不适定问题时，相比于高斯-
牛 顿 法 有 更 好 的 收 敛 效 果 . 为 此 ， 我 们 应 该 充 分

考虑松弛重心迭代法和高斯 -牛顿法的优点来处

理尽可能多的问题.
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Relaxation barycentre iterative algorithm for solving parameter estimation of
overdetermined distance locating equations

YUAN Xingming1，SUN Zhen2

(1. College of architecture and Information Engineering, Shandong Vocational
College of Industry, Zibo 256414, China； 

2. Geomatics Engineering，Shandong University of Technology, Zibo 255049, China)

Abstract：Based  on  the  minimal  residual  criterion,  a  relaxtion  method  is  proposed  to  improve  the

convergence efficiency of the barycentre method for solving the distance equations. The relaxation factor for

adaptive selecting the iterative step of barycentre method is derived by the minimum residual criterion. The

proposed method has the advantages of simple iterative format without the matrix inversion and to simplify

the procedure without calculating the Hessian matrix. Finally, the novel method is performed to solve the data

of  GNSS  and  marine  positioning  examples  to  show  its  performance,  and  results  show  the  numerical

convergence experiments are performed to show the convergence efficiency improvment.

Keywords： distance  locating  equation;   relaxation  factor;   barycentric  iteration  method;   relaxation
barycentre method
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